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Correction de ’interrogation n°2

Solution. Exercice 1.
a) Soit K l’ensemble {k > 0|k vérifie (P)} contenu dans R. Il est minoré par 0, et il n’est pas vide
car ¢ est continue. D’apres I’axiome de la borne inférieure, K admet donc une borne inférieure.

b) On peut raisonner par équivalence. Soit k > 0 :
k vérifie (P)
e VeekE [€()|lp < K]l e
< Ve e EN{0} ||4(2)||lr < k|lz||g car la valeur 0 vérifie toujours cette inégalité (£(0) = 0)
)

& Vo e E\{0} l@le

Izl —
14
sup 1¢(=) ]l <k d’ou I'équivalence.
z€E\{0} (EalF>

54

, 100

14
c) D’apres la question précédente, 'ensemble K est tout simplement U'intervalle | sup [l
z€E\{0} Izl &
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définition de K, ||€||z(p, )y vérifie donc la propriété (P).

Par conséquent, ||f[|z(p,Fy = inf K = . De plus, ||€||z(p,F) appartient & K. Et par

Solution. Exercice 2.
a) Pour tous {1, ¢s dans E’ et A,y dans R,

Jag N+ pla) = (M + plo)(z0) = Al (20) + pla(z0) = A Jug (01) + Ty (£2)
donc J,, : E/ — R est bien linéaire.
b) Pour tout £ € E’, |Jy, ()| = |€(xz0)|. Or, d’apres la question c) de Uexercice 1, k = ||¢|| g vérifie la
propriété (P). Pour z = xg, cela donne |[¢(xq)| < ||| g ||zo|| £- Alnsi,
VEeE  |Ju(O)] < [l lzolle = llzoll£lle]l -

Par conséquent, J,, : E' — R est continue et
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¢) L’application J : E — E” est linéaire : en effet, pour tous x1,z2 € E, tous A\, u € R et tout £ € E,
Inaitpas(0) = LAT1 + pwe) = M(@1) + pl(zz) = Ao, (€) + pJoy () = (A Tz, + pJz,) ()

donc Jxgy4pze = AJzy + pJg,.
Puis, d’apres la question précédente, pour tout x € E, ||J;||gr < ||z||g < 1 X ||z||g. Donc J est
continue et
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Solution. Exercice 3.

a) Soit t € R. Comme ~ est dérivable en ¢, v est différentiable en t et Dy (t)(h) = 7/(¢) h, pour tout
h € R. Et comme f est différentiable sur Q (de classe Ct) et que y(t) € Q, f o est différentiable
(et dérivable) en t et D(f o~)(t) = Df(y(t)) o Dy(t). Donc

(
(f o) (t) = D(f o)(t)(1) = Df(v(t)) o Dy(t)(1) = Df(v(t)) (7' (¢))
—

b) On remarque que g = f o *y ou vy :t etz qui est dérivable. D’aprés la question précédente,
g est dérivable et ¢'(t) = Df(~(t))(¥'(t)) = Df(e x)(etz). Et avec t = 1, ¢’'(1) = Df(z)(x).
Mais f est homogene, donc g(t) = f(etz) = (e))*f(z) = e* f(z) et ¢'(t) = ag(t). Finalement,

9'(1) = Df(z)(x) = ag(1) = af(x).

c) On a déja vu que ¢'(t) = Df(e'z)(elz). Or par hypothose Df(e z)(etz) = af(elz) = ag(t),
donc ¢'(t) = ag(t). Donc g vérifie 'équation différentielle y' = ay et donc g est de la forme
g(t) = e®tg(0). Dot f(etz) = et f(eVz) = (e')®f(x) pour tout ¢t € R. En remplacant ! par ¢, on
obtient f(tx) =t*f(x) pour tout t > 0.



